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Annotatsiya. Ushbu maqolada to‘g'ri to‘rtburchak shaklidagi yupga plastinkaning tashqi statik yuklama ta’sirida
egilish jarayoni elastiklik nazariyasi va differensial tenglamalar asosida tadqiq etilgan. Plastinkaning ko‘chishlari,
deformatsiyalari, ichki kuchlanishlari, momentlari va ko‘ndalang kuchlari analitik usulda aniqlanib, yechimlar
Furye qatorlari yordamida ifodalangan. Shuningdek, tadqiqot natijalari ANSYS dasturida bajarilgan kompyuterli
modellashtirish asosida tahlil qilinib, nazariy va sonli natijalarning o‘zaro mosligi baholangan. Olingan natijalar
plastinkasimon konstruksiyalarni loyihalash, ularning mustahkamligi va ishonchliligini oshirish, hamda qurilish
va mashinasozlik sohalarida optimal geometrik parametrlar va materiallarni tanlashda muhim amaliy ahamiyatga
ega.

Kalit so‘zlar: plastinka egilishi, to‘g‘ri to‘rtburchak plastinka, yupqa plastinka nazariyasi, elastiklik nazariyasi,
differensial tenglamalar, chegaraviy masalalar, Furye qatori, deformatsiya, ichki kuchlanishlar, momentlar,
ko‘ndalang kuchlar, kuchlanish-deformatsiya holati, sonli modellashtirish, ANSYS, kompyuterli tahlil.
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Annotation. In this article, the bending process of a thin rectangular plate under the influence of an external static
load is studied based on the theory of elasticity and differential equations. The displacements, deformations,
internal stresses, moments and transverse forces of the plate are determined analytically, and the solutions are
expressed using Fourier series. The results of the study were also analyzed based on computer modeling
performed in the ANSYS program, and the correspondence between theoretical and numerical results was
assessed. The results obtained are of significant practical importance in the design of plate-shaped structures,
increasing their strength and reliability, and selecting optimal geometric parameters and materials in the fields of
construction and mechanical engineering.

Keywords: plate bending, rectangular plate, thin plate theory, elasticity theory, differential equations, boundary
value problems, Fourier series, deformation, internal stresses, moments, transverse forces, stress-strain state,
numerical modeling, ANSYS, computer analysis.

DOI: https://doi.org/10.47390/ts-v4i4y2026N09

Kirish. Mexanik tizimlarning ishonchliligi va ekspluatatsion mustahkamligi, avvalo,
ularning tashqi yuklamalar ta’sirida deformatsiyalanish xususiyatlarini to‘g’ri baholashga
bevosita bog'liqdir. Shu jihatdan, plastinkasimon konstruktiv elementlarning egilish jarayonini
o‘rganish mashinasozlik, qurilish konstruksiyalari, aerokosmik muhandislik va boshqa yuqori
mas’uliyatli texnik sohalarda muhim ilmiy-amaliy ahamiyat kasb etadi. Amaliyotda keng
qo‘llaniladigan to‘gri to‘rtburchak shaklidagi yupqa plastinkalar murakkab kuchlanish-
deformatsiya holati bilan tavsiflanib, ularni tahlil qilish elastiklik nazariyasi va differensial
tenglamalar asosida amalga oshiriladi.

Plastinkalarning egilish holatini aniqlashda yuklama turi va taqsimoti, chegaraviy
mustahkamlash sharoitlari, materialning elastiklik moduli hamda geometrik parametrlari
(qalinlik, o‘lchamlar) hal qiluvchi omillar hisoblanadi. Mazkur maqolada to‘g‘ri to‘rtburchak
plastinkaning markaziy qismiga qo‘llangan statik yuklama ta’sirida yuzaga keluvchi
deformatsiyalanish jarayoni differensial tenglamalar asosida nazariy jihatdan tahlil gilinadi.
Plastinkaning egilish funksiyasi, ichki kuchlanishlari va deformatsiyalari analitik usullar
yordamida aniglanadi hamda ularning fizik-mexanik mohiyati ochib beriladi.

Bundan tashqari, olingan nazariy natijalar ANSYS dasturiy muhitida bajarilgan sonli
modellashtirish natijalari bilan solishtirilib, ularning o‘zaro mosligi va aniqlik darajasi
baholanadi. Tadqiqot yakunida plastinkasimon konstruksiyalarni optimal loyihalash, ularning
mustahkamligi va ishonchliligini oshirishga qaratilgan ilmiy asoslangan tavsiyalar ishlab
chiqiladi.

Adabiyotlar tahlili va metodologiya Plastinkasimon konstruksiyalar egilishini
o‘rganish elastiklik nazariyasining muhim bo‘limlaridan biri bo‘lib, ushbu yo‘nalishda ko‘plab
fundamental ilmiy tadqiqotlar amalga oshirilgan. Xususan, yupqa plastinkalar nazariyasida
Kirchhoff-Love gipotezalari asosida egilish jarayoni tavsiflanadi va bu jarayon differensial
tenglamalar orqali ifodalanadi. Adabiyotlarda ko‘rsatilishicha, plastinkaning egilish holatini
aniqlashda asosiy e’tibor uning geometrik o‘lchamlari, yuklama turi hamda chegaraviy
mustahkamlash shartlariga qaratiladi.

Agar plastinka to‘g‘ri to‘rtburchak shaklida bo‘lsa, uning har bir tomoni bo‘yicha egilish
funksiyasi va kuchlanishlar funksiyasi uchun tegishli chegaraviy shartlar qanoatlantirilishi
zarur. Ya'ni, plastinkaning har bir chegarasi uchun kamida ikkita mustaqil chegaraviy shart
beriladi. Ushbu shartlar plastinkaning mahkamlash turiga (sharnirli, qotirilgan yoki erkin)
bog‘liq holda aniqlanadi va yechimning aniqligi hamda fizik mosligini ta’minlaydi.
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Mazkur tadqiqotda plastinkaning egilish jarayoni elastiklik nazariyasining asosiy
differensial tenglamalari asosida modellashtirildi. Masalaning matematik modeli chegaraviy
shartlar bilan birgalikda shakllantirilib, analitik yechimlar Furye qatorlari yordamida hosil
qilindi. Shu bilan birga, nazariy natijalarning ishonchliligini oshirish maqsadida masala sonli
usullar orqali ham tahlil qilinib, ANSYS dasturiy muhitida kompyuterli modellashtirish amalga
oshirildi.

Plastinka egilishini o’rganishda ko’chish va deformasiyalarni ifodalashdan boshlaymiz.
Plastinka o'rta sirti normali bo’yicha qo’yilgan yuklanishlar ta’sirini qaraymiz. Bunday
kuchllanish ta’sirida plastinka ko’chishlarini gqabul qilingan gipotezalar bo’yicha ifodalaymiz.
Birinchi gipotezadan (2) shartga ko'ra;

£ W 0
= — = 1
z az ( )
Bundan plastinka egilishlari W, Z kordinatadan bog'liq emasligi kelib chiqadi, ya’'ni;

w=w(X,Y)
Bu esa plastinka o’rta sirti egilishi hamma nuqtalari vertikal ko’shishlar w bilan

ifodalanishini bildiradi.
Siljsh uchun (1) shartlarni quyidagicha olamiz;

N ow ow ou
7/yz:_+_:O' }/ZX:—-I-—:O, (2)
oz oy OX 0z
bu sartlardan quyidagilarni olamiz:
ou  ow N _ oW,

oz ox oz oy
Bu tenglamalarni z bo’yicha integrallasab, quyidagilarni olamiz,
oW ow
u=-z—+ f,(x,y); v=—z—+ f, (X, Y); 3
OX 1 ay 2 (3)

f,(x,y) va f,(X,y) xususiy hosilalarni integrallashdan hosil bo’lgan funksiyalarni

topish uchun o’ta sirtning deformasiyalanmaslik gipotezasidan foydalanamiz. U, =V, =0

shartga ko’ra (3) formula z=0 uchun; da quyidagi ko’rinishni oladi:

u, = f,(x,y) =0; v, = f,(X,y) =0; (4)
bunga ko’ra (a) quyidagi ko’rinishni oladi:
OW ow
U=-72-— V=—7—. (5)

ox oy
Bu esa plastinka nuqalarining x va y o’qi yonalishida ko’chishlari, plastinka orta sirti
egilishi funksiyasi orqali ifodalanishini bildiradi.
Plastinkani noldan farqli deformasiyalari (4) ga ko’ra quyidagicha ifodalanadi:

_ou_ _o'w,

O oX OX*

g
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_ov_ _0*w,
gy_a_y__ ayz’ (6)
:a_u+@:_2282W
"y oy ox oxoy

Demak, plastinka o’rta sirti egilishida deformasiyalar va ko’chishlar bitta funksiya bilan
ifodalanadi.

Plastinkalarnig tebranma harakat nazariyasi sterjenlarning tebranma harakat
nazriyasiga qaraganda birmuncha murakkabdir. Plastinkalar ikki o’lchamli mexanik
sistemadan iborat bo’lganidan, bunday sistemada tebranish harakati murakkab qonun bilan
o’zgaradi. Bundan tashqari, chiziqli sistemadagi kuchlanishlarni qaraganda, tekis kuchlanish
holatining birmuncha murakkabligi bizga ma’lumdir [1; 82-90-6.].

Masalan, sterjenlar uchun ko’ndalang deformasiyani e’tiborga olmaslik mumkin bo’lgan
holda, plastinkalar uchun bu deformasiyani hisobga olish zarurdir. Plastinkalarning erkin
tebranma harakatini chigarishda, uning muvozanat tenglamasini chigarganda qabul qilingan
gipotezalardan foydalanamiz. Shuning uchun ham plastinkalarning ko’ndalang
tebranishlarinigina tekshiramiz.

Chetlari ixtiyoriy ravishda tiralgan plastinka, gandaydir impuls ta’sirida erkin tebranma
harakat qiladi deb, faraz qilaylik. Bu impuls, plastinka zarralariga, uning deformasiyalanmagan
o’rta sirtiga tik yo'nalishdagi ko’chish va tezlikni bersin. Plastinkadan asosi dx dy bo’lgan bir
elementni ajratib, Dalamber prinsipidan foydalanib, harakat tenglamasini tuzamiz. Oldin gqabul
gilingan ishoralarni qoldirsak, plastinka materiali zichligi © deb, egilishni W(X,y,t) desak,

quyidagi harakat tenglamasini tuzgan bo’lamiz:

50, Q, oW
oy M 2

Yuqoridagilar ko’zda tutilsa, bu tenglama quyidagi ko’rinishda yoziladi:

oW D

+—VW =0.
ot>  Ph ()
Bunda: D=—2 silindrik bikrlik va Laplas operatori Vv ning qiymati
12(1—v?)
quyidagicha ifodalanadi:
_o'w  o'w  O'w

VW +2

+
aXZ aXZayZ ay4

bizga ma’'lum edi.
Egilish W chegara shartlari bilan, boshlang’ich shartni gqanoatlantirishi zarur. Masalan:
t=0 bo’lganda

W =W,(X,y) va %%(x,t) (9)
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bo’lishi kerak. Bunda Wo - harakat boshlanish oldidan koordinatalari (x,y) bo’lgan

nuqtaning egilishi, Vo -shu nuqtaning tezligi [3].

Plastinkaning erkin tebranishiga oid masalani yechishdan maqgsad uning har gqanday
nuqtasi uchun har bir ondagi plastinkaning xususiy tebranish chastotasi va unga tegishli
tebranish formasini aniqlashdan iboratdir, chunki bularni aniqlamasdan turib o’zgaruvchi
dinamik yuk ta’sirida plastinkada hosil bo’ladigan dinamik kuchlanishi hisoblab bo’lmaydi.
Plastinkaning tebranma harakatini quyidagicha ifodalaymiz:

W = (Acos pt + Bsin ptW(x, y) (10)

T
Bunda P = ? plastinkaning xususiy tebranma harakat chastotasi. Buni (2) ga qo’yib,

quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
hSW
2
VW - p 5 - 0 (11)

Bu tenglamaning qo’yilgan masala uchun tegishli chegara shartini qanoatlantiruvchi
yechimini topamiz[6].
W(X, Y) ning chegara sharti statik masala uchun chiqarilgan shartlardan hech narsa

bilan farq gilmaydi. Shuni ham eslatib o’tish kerakki, plastinkaning erkin tebranishiga oid
masalalardan faqat, konturi bilan erkin tiralgan to’g’ri to’rt burchakli plastinka uchungina
masala oxirigacha to’la yechilgandir. Shu masalani keltiramiz. Koordinata o’qlarini plastinka

konturi bo’ylab yo’naltirib shu plastinkaning yon tomonlarini a va b bilan belgilaymiz. W(X, y)
funksiya biz tekshirayotgan holda quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

— — " x‘/I\l :

12,50 750

1-rasm. Koordinata o’qlarini plastinka konturi bo’ylab yo’naltirilgan.

W W
Xx=0Vva X=a bolganda W =0, %7*6@2 -0 (12)
va
o'W o'W
y=0,y=b bo’lganda W =0, Y + PN
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To’g'ri burchakli plastinkaning to’rtta tomoni ham sharnirli mahkamlangan bo’lsin. U
holda plastinka egilishi tenglamasi

o*w o'w  o*w

+ + =(Qg(X
5)(4 aXZayZ ay4 q( ’ y) (13)
Eh®
bu yerda D =TAa+ 2. (7) tenglamaning yechimini quyidagi ko'rinishdagi ikki
12(1- )
karrali trigonometrik qator yordamida izlaymiz,
VAN . nNax . mny
w(X, y):ZZW“”‘ sin " sin - (14)

n=1 m=1

bu yerda W, - sonli koeffisiyent.
Chegaraviy shartlar quyidagi ko’rinishda bo’ladi.

oW
a) x=0 va x=a chiziqda w =0, x> = O;
o*w
b) y=0 va y=b chiziqda w =0, > =0,

Tashqi yuklanish q(X,y) ni Kko'rinishini quyidagi ikki karrali trigonometrik qator

. Nzax . mzay
q(X,y)=qunmS|n a sin b (15)

Bu gatorning koeffisentlari bizga ma’'lum bo’lgan Furye qatorlari nazariyasidan kelib
chiqib quyidagi formuladan topiladi.

ko’rinishida tasvirlaymiz.

b a
4 . Nax . may
(o S _E.”- q(x, y)sin " sin . dxdy (16)
00
(14) va (15) ni (13) ga qo’ysak va har ikkala tomonini sinn—ﬂxsin% ga qisqartirib
a
quydagiga kelamiz.
4 2,2 4
n m™n m q
4 nm
T 2 +2 ) + 7 an = ) (17)
a b°a b D
an - qnm 2
Bundan n2 m2 (18)
4
7"D 724‘72
a“ b

u holda kichik burilish deformasiyalari esa, (8) ifodaga ko’ra quyidagicha topiladi.
Ko’ndalang kuchlarni hisoblashda quyidagi ifodalarga kelamiz:
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6M o o 34 2 2
QX:@MX+ w _ z 316qa;b : n_2+m2 cosnﬂxsinmﬂy;
OX 8y oz m(@a® +b7)\ a b a b
aM o) 2 2
Q, = ZZ 16ga’p n—+ m2 sin % cos M.
53/ Sern@* +b*){a® b a b

Natijalar. Quyidagi to’gri burchakli tomonlari sharnirli mahkamlangan po’lat
plastinkaga Q(X, Y)=(1—X)(1—y) ko'rinishda yuk ta’sir etadi, plastinka o’lchamlari
1

S = ~bo’lganda, plastinka o’rta sirti uchun ko’chishlar, deformasiyalar zo’riqish

2

kuchlari, momentlar va ko’ndalang kuchlar ifodasini topamiz.

Masalada (8) ko’chishlar ifodasini topish uchun (18) ifodadan 0,y ni topish kerak,
buning uchun (4) ga ko’ra

b a
o= i”(1— X)(L—y)sin rmxsin mzy dxdy=
asyy, a b

M7y o
—I(l x)sm—dxj(l y)sin—- - dy =

4| a a’ b b?
= - (D" 1)+ 2= (D" x| - — ()"~ )+ — (D"
ab| nrx nz msz mz
Agar m va n lar juft bo’lsa,
4ab
mn 2"
nmrz
Agar m va n lar toq bo’lsa,
4(2 a) (2 b)
mn
n’m?r?
1 1
Masala shartiga ko’ra @ = E’ b= E ga teng bunga ko'ra
q = 9
mn 72_2 .
(12) formuladan
W = 9
"™ 647°D

Ko’chish funksiyasi n=1 va m=1 da (3.14) ga ko’ra quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
Ko’ndalang kuchlarni hisoblashda quyidagi ifodalardan foydalanamiz:
oM oM

= X+ Y o~ cos2mXsin2ny .
Qu OX oy 473 oa
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Q,=—"+ Xy=493sin27z><c0527zy_

Qx funksiyaning grafigi quyidagicha:

0,014447
0,013697
0,01246
001219
0,011445
0,010695
0,0000444
0,0091939
0,0084435
0,0076331

| 00063426

| 0,0061922
0,0054418
0,0046913
0,0033409
0,0031505
0,00244 v
0,0016896

0,00093916
[ 0,00018873 Min
0,00 50,00 100,00 (mm) = X
I I ]

25,00 75,00

2-rasm. Ko’'ndalang kuch Qx funksiyasi grafigi.

Xulosa. O‘tkazilgan tadqgiqotlar natijasida to‘g'ri to‘rtburchak shaklidagi yupqa
plastinkaning egilish jarayoni elastiklik nazariyasi va differensial tenglamalar asosida
kompleks ravishda tahlil qilindi. Natijalarga ko‘ra, plastinkaning egilish kattaligi yuklama
intensivligi, geometrik o‘lchamlari hamda, ayniqgsa, qalinligiga bevosita bog‘liq ekanligi
aniqlandi. Plastinka qalinligi ortishi bilan uning bikrligi oshib, egilish qiymatining kamayishi
kuzatildi.

Shuningdek, chegaraviy mustahkamlash shartlarining plastinkaning kuchlanish-
deformatsiya holatiga sezilarli ta’sir ko‘rsatishi aniqlanib, to‘liq qotirilgan holatda egilish
minimal qiymatga ega bo‘lishi, sharnirli mahkamlashda esa nisbatan kattaroq deformatsiyalar
yuzaga kelishi asoslab berildi. Analitik yechimlar asosida olingan natijalar ANSYS dasturiy
muhitida bajarilgan sonli modellashtirish natijalari bilan taqqoslanib, ularning o‘zaro mosligi
va aniqligi tasdiglandi.

Olingan ilmiy natijalar plastinkasimon konstruktiv elementlarning mustahkamligi va
ishonchliligini baholashda, shuningdek, qurilish va mashinasozlik sohalarida optimal
geometrik parametrlar hamda material tanlash masalalarini hal etishda muhim nazariy va
amaliy ahamiyatga ega. Ushbu yondashuv mexanik tizimlarni kompyuterli modellashtirish va
muhandislik tahlilini takomillashtirish uchun samarali metodologik asos bo‘lib xizmat qiladi.
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